Capitulo 4

TABELA DE INTEGRAIS

J-ldx:x+(,'

xa+1
fxadx: +C;a+-1
a+1

1
J-—dx =In|x|+C
x

fexdx=ex+C

ax
J-a"dx =—+4C
Ina

fsen(x) dx = —cos(x) +C

fcos(x) dx =sen(x) + C

ftg(x) dx = In|sec(x)| + C

fcotg(x) dx = In|sen(x)| + C

J-sec(x). dx = In|sec(x) + tg(x)| + C

fcossec(x).dx = —In|cossec(x) + cotg(x)| + C

f sec(x).tg(x) dx = sec(x) + C

f cossec(x). cotg(x) dx = — cossec(x) + C

x 1
f sen?(x) dx = 3 Zsen(Zx) +C

x 1
f cos?(x) dx = 7+ Zsen(Zx) +C

f sec?(x)dx =tg(x) + C

fcossecz(x) dx = —cotg(x) + C

dx = arcsen(x) + C

Ja=

1
fmdx = arctg(x) + C

dx = arcsec(x) + C

[




P42

Resolucao:

a) I= f(%\/}+ x?i/}) dx = ;fxl/zdx + fx.x1/3dx = ;fxl/zdx

3 7
2x/2 x/3
+fx4/3dx=—.— —+c———\/ +2 \/ +C

7 3/2 7/3

4 3 4 3
—_ 2 _ 6 - .23
—21\/x .x+7\/x .x+C—21x\/x+7x Vx+C

X (4
=7(§\/§+ 3XW)+C

2\2 2 2 4 1
b) I=f(§+;) dx=f(x:+2§.;+x—2)dx=fo2dx+2f1dx
x-1

+4] —2d —1x3+2 +4 +C ! +2 4+C
x=gg A =X o

dx+2f\/%dx =§arctgx+

3 2 3 1
C) I'= J-(7(1+xz) + \/1+x\/1—x) dx = ;f 1+x2
2arcsenx + C

sen(Zx) Zsenxcosx senx senx 1
d) [ = [20CD gy = IO gy p [N gy =2 ] dx =

cos3 x cos3x COSX COSX

2 [tgx.secxdx = 2secx + C

e) Vamos fazer divisao de polinémios:

x* 4 2x? x2 41
2

—x*—x N
x“+1

Ou seja,

x* + 2x2 xX2+DE*+1)—-1
[= | —dx = dx
x2+1 x2+1
(x2+1D(x%2+1) f
dx —
x2+1

dx

x2+1
3

1 x
=J(x2+1)dx—Jx2+1dx=?+x—arctgx+(]
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Resolucao:

a) I =[(3+3cotg?x)dx =3[(1+ cotg?x) dx =3 [ cossec’x dx =
3(— cotgx) +C=—-3cotgx +C

. (3-x )(x+\/—) (B-x%)(x+V3)
b) I= =l e C = Tas &
f—(3_’c(z)(i:;/_)d f(x+\/§)dx:—fxdx—f\/§dx=—xz—2—\/§x+

c=-x((+V3)+cC

X X X 1
) I=lm=t=-lges =l ¥ lims &

arcsecx + C

P46

Resolucao:
a) Vamos fazer a substituicao:

u=x2+x-5 - du = (2x + 1)dx

Entéo,
1 u'/2 2 3
I=](2x+1)\/x2+x—5dx=j\/ﬂdu=Ju/2du=7+C=§u latC
2
2 3
=2’ +x-5"24C
Resposta: I = g(x2 +x—5)72+C.
b) Fazendo a substituicéo,
du
u=x+1- du = 2xdx - xdx=7

Entao,

du 1 1
]:jxex2+1dx=Jeu7=Eeu+C=§exz+1+C

Resposta: I = %exzﬂ + C.
c) Vamos fazer a substituicéo:
u=x>+1- du = 2xdx

Entao,



2x 1
I=J. > dx=f—du=1n|u|+C=ln|x2+1|+C
x4 +1 u

Resposta: I = In|x? + 1|+ C
d) Vamos fazer a substituicéo:
u=3x+2 - du = 3dx - dx = —

Entdo,
I=fe3"+2dx=fe“—=l e“+C=1 e3*t2 4+ ¢
3 3’ 3’

Resposta: [ = % e3*t2 4 (.

e) I =/[sec’x.e®*dx
Vamos fazer a substituicao:
u=tgx - du = sec® x dx

Entéo,
I = fseczx.etgxdx = fe“du =e¥+C=eB*4+C

Resposta: I = e'®* + C.

P4.38

Resolucao:

a) Fazendo a substituicdo,

du
u=3x+1 - du = 3dx - dx:?
Entdo,
—f 2 4 —zf(z +1)*d —zf( e B 207
AT x S I T
__ +C = 2 +C
T ~ 9(3x+1)3
i _ 2
Resposta: | = G’

b) Vamos fazer a substituicao:



u=x3+2 - du = 3x%dx - x%dx = 3
Entéo,
p f x2 ” 1 du 1f 154 1u/2+C Y+ C
= =— | u u=——- =—u =
N Al VT A 31,773

2 2
=§(x3+2)1/2+C=§ X3+24C

Resposta: I = E\/x3 +2+C.
c) Vamos fazer a substituicao:
u=x*+3x-4 - du = (2x + 3)dx

Entao,

2x + 3 1
=.f—dx=f—duzln|u|+C=ln|x2+3x—4|+C
x2+3x—4 u

Resposta: I = In|x? + 3x — 4| + C.

d) Antes de fazer a substituicdo, vamos simplificar,

J LI —] L4
x3(1 + In? x) x= x(1+ In? x) *

Vamos fazer a substituicao:

u=lnx - du = —dx
X

Entéo,

— _ 1
jX(1+ln2x) f(1+ =arctgu + ¢ = arctg(lnx) +C

Resposta: I = arc tg(lnx) + C.

e) Vamos fazer a substituicéo:
u=senx - du = cosx dx

Entdo,



ud sen3x
szsenzx.cosx dxzfuz.du=?+6 =—3
Resposta: I = %% 4 .
f) Vamos fazer a substituicéo:
Vx d L d L 2d
u=+vx - u= x - —dx=2du
2Vx Vx
Entéo,
sec?(\/x
1= T(\/_) dx = jsecz(u).Zdu = ZJsecz(u) du=2.tgu+C
x

=2.tg(vx) + C
Resposta: I = 2.tg(v/x) + C.
g) Vamos fazer a substituicao:
u=x*+4x+1 - du=Qx+4)dx=2(x+2)dx - (x+2)dx=d7u

Entéo,

du 1
I=j(x+2).cos(x2+4x+1)dx=fcosu.7=§senu+6

1
= Esen(x2 +4x+1)+C

Resposta: I = %sen(xz +4x+ 1)+ C.

h) Vamos fazer a substituigéo:

3 2
u=X\/§=x_x1/z=x3/2 - du=§x1/2dx - xl/zdx=§du

Entao,
2 2 2
I = f\/f cos(x\x) dx = fcosu.gdu = gsenu +C= §sen(x\/§) +C

Resposta: [ = gsen(xﬁ) + C.

1) Vamos fazer a substituicdo:
u=cosx - du = —senxdx

Entao,



I—fsenxd - fl du = f Sdu=-Yyc=Lic
=) CosBx T Wt e T 2u?

_ 1
"~ 2cos?x

1
+C=§sec2x+C

Resposta: I = %secz x+C.

j) Vamos fazer a substituicdo:

1
u=arctgx - U= dx
Entéo,
I_farctgxd _J‘ p _u2+c_arctg2x+c
s T T TR T T
2
Resposta; ] = 28X 4 ¢,

k) Vamos fazer a substituicao:
u=Inx - du =—dx

Entéo,

1 1
I=j dx=J—.du=ln|u|+C=ln|lnx|+C
x.Inx u

Resposta: I = In|Inx| + C.

I) Vamos fazer a substituicdo:
u=Ihnx - du =—dx

Entao,

In3 x u* In*x
=f dx=fu3.du=—+C= +C

In*x

Resposta: I = — T C.
m) Vamos fazer a substituicao:
u=x+3 - du = dx - x=u-—3

Entao,



6 5

u u
I=J.x(x+3)4dx=f(u—3)u4.du=f(u5—3u4).du=?—3?+C

_(x+3)6_3(x+3)5

+C
6 5
6 5
Resposta: [ = &3 _ 3 &4397 4
n) Vamos fazer a substituicao:
u=x-1 - du=dx - x=u+1

Entéo,
I = ]xZ\/x —1dx = j(u +1)2u'2.du = j(u2 +2u+ Du'’2.du

u7/2 uS/Z u3/2

- 5/ 3/ s -
—f(u 2+2ufztu 2)du_7/ +25/ +3/ +C
2 2 2
u7/2 u5/2 u3/2 W \/ﬁ \/ﬁ
=2 7 + 4 5 +2 3 +C =2 7 + 4 c + 2 3 +C

_2V(x;1)7+4“(x5_1)5+2V(x;1)3+c

Resposta: I = 2‘/("7‘1) + 4“" DL 2“"3‘1)3 +C.
0) Vamos fazer a substituicéo:
du
u=x*-1 - du = 2xdx - xdx=7—> x2=u+1
Entéo,
[ = f d J‘ (u+1)du 1[( + ) 14
= X = u u u
Vx2 — V2 — Vu 2
3 1
1 - 1{ul2 u'l2
=Ef(u1/2+u 1/2)du=5<3—+1—>+C
/2 /2
3 3
1 u/2 1 u/Z 1
=—(2— 2 =Z—4u’e
2(2 3 + 2u ) 3 +u’2+C
x2 —1)° J(x2—=1)3
=%+(x2—1)1/2+6=—( 2 ) i+c

Resposta: I = —V(ng_m +Vx2-1+C.



P 4.10

Resolucao:
a) Vamos identificar os termos da integragéo por partes:

u=2x - du = dx
dv =senxdx - v=fsenxdx=—cosx

Entao,
I = 4jx.senxdx = 4(x. (—cosx) — j(—cosx)dx)
= —4x.cosx + 4f cosxdx = —4x.cosx + 4senx + C

Resposta: | = —4(x.cosx —senx) + C.
b) Vamos identificar os termos da integracédo por partes:
u=x - du =dx
dv = sec?(2x)dx - v = J sec?(2x) dx =%tg(2x)
Entéo,

1 1
1= fx. sec?(2x) dx = Ex.tg(Zx) — fztg(Zx) dx

1 1 1 1 2
R I Y

2
Fazendo a substitui¢do de variavel:
dt
t =cos(2x) - dt = —2sen(2x) dx - sen(2x)dx = -

= j x.58c%(2x) dx = “x tg(2x) — - J ) ix
2 2 ) cos(2x)

_1 tg(2 1J(1)dt—1 tg(2 +11 lt| + C
—2x.g(x) > t_z—zx.g(x) 2

1 1
=% tg(2x) + Zlnlcos(Zx)I +C

Resposta: I = %x.tg(Zx) + ilnlcos(Zx)I +C.

c) Vamos identificar os termos da integragdo por partes:

X
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u=Inx - du =—dx
X

2
dvle/zdx - V= fxl/zdx=§x3/2

Entao,

= f\/E.lnxdx =Ex3/2.lnx—fzx3/2.ldx=E\/F.lnx—zfx1/2dx
3 3 X 3 3
=§\/F.lnx—§(§x3/2)+C=§\/F.lnx—g\/F+C
=3\/F.(1nx—z)+c
3 3
2

i _ 2
Resposta: [ = Ex/x_3. (lnx — 5) +C.

d) Vamos identificar os termos da integragéo por partes:
1
u=Ilnx - du = ;dx

1
dv =x"*dx - v = jx““dx = —§x‘3

Entéo,
I_flnxd_ 1_31 J‘( 1‘3)1d— 1 l +1f(_4)d
= P X = 3x .Inx 3x .X X = 3x3.nx 3 X X
= 11 +1(1‘3)+C— 11 1+C
T T3 T3 T3Y T T3 T3
1 1
=—§.<lnx+§)+C
= L 1
Resposta: [ = 3363.(1nx+3)+C.
e) Vamos identificar os termos da integragdo por partes:
(3x) d > d
U = arc sen(osx 4 U= ——=ax
V1 —9x2

dv = dx - V=X
Entao,

3
I = j arc sen(3x) dx = x.arc sen(3x) — J X. (—) dx
V1 — 9x2

dx

= x.arcsen(3x) — 3 f (ﬁ)



11

Fazendo a substitui¢do de variavel:

dt
t=1-—9x%> - dt = —18xdx - x.dx=—1—8
1= [arcsenn) dx = xarsentso -3 [ () (- 55)
= | arcsen(3x) dx = x.arcsen(3x NG 18
1( 4 1t'/2
= x.arcsen(3x) + —f t /2dt = x. arcsen(3x) + ———+¢C
6 6 1/
2
1
= x.arcsen(3x) + E\/ 1-9x24+C
Resposta: I = x.arcsen(3x) + %\/1 —9x%2 + C.
f) Vamos identificar os termos da integracao por partes:
u=x3 - du = 3x?dx
dv=cosxdx — vzfcosxdxzsenx

Entéo,

I=fx3.cosx dx=x3.senx—f3x2.senxdx=x3.senx—3fx2 sen x dx

Para esta Gltima integral devemos utilizar outra vez a férmula de integracdo por partes:

u=x%> - du=2xdx

dv =senx - vzfsenxdxz—cosx

jx3.cosx dx = x3.senx — 3 [xz. (—cosx) — J 2x.(—cos x) dx

= x3.senx + 3x? cosx—6fx.cosxdx

Novamente, nesta Gltima integral devemos utilizar outra vez a formula de integracéo
por partes:

u=x - du=dx

dv =cosx - U=Jcosxdx=senx
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fx3.cosx dx = x3.sen x + 3x? cosx—6]x.cosxdx

= x3.senx + 3x% cosx — 6[x.senx—fsenxdx]

= x3.senx + 3x%cosx — 6x.senx + 6.cosx + C

Resposta: I = x3.senx + 3x? cosx — 6x.senx + 6.cosx + C.

g) Vamos identificar os termos da integracéo por partes:

u=x*> - du = 2xdx

—-2Xx

e
dv=e *dx - v = j e Xdx = —

Entao,

-2 -2
szxz.e_zxdxzxz. e —fo. e dx
-2 -2
1
= —Exz.e‘zx +jxe‘2x dx

Para esta ultima integral devemos utilizar outra vez a formula de integracéo por partes:

u=x - du=dx

e—Zx
dv=e"*dx - v = f e Xdx = =
1 1 xe %X e~
sz.e‘zx dx = —Exz.e‘zx +jxe‘2x dx = —Exz.e‘zx + l — —f = dxl
1 1 1
— 42 p2x _ —-2Xx _ —-2Xx —
2x .e er +2fe dx
1 1 1[e~2*
—_ a2 2x _ —2x _ ——
zx e er + > [ = l
= —%xz.e‘zx — %xe‘zx le‘zx +C
vy L oo ox 1 _ox 1 _ox
Resposta: I = —oXxT.eT T —oxem ——em T + C.

h) Vamos identificar os termos da integracdo por partes:

u=cos(3x) - du = —3.sen(3x) dx

4x

e
dv =e*dx - V= fe‘*xdx =

Entao,
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e4x e4x
I = fe‘“‘.cos(Sx) dx = T.cos(Sx) — fT.(—B.sen(Sx)) dx
1 3
= Ze‘“‘. cos(3x) + Zf e** sen(3x) dx

Para esta ultima integral devemos utilizar outra vez a formula de integragéo por partes:

u =sen(3x) — du = 3.cos(3x)dx
4x
dv =e*dx - v= fe‘“‘dx =

1 3
f e**. cos(3x) dx = Ze‘“‘. cos(3x) + Zf e** sen(3x) dx
1 3 e4x e4-x
_ I ax 2 _ | =
—4e .cos(3x)+4l 2 sen(3x) j 2 .(3.cos(3x)) dxl

= le‘“‘ cos(3x) + ie“x sen(3x) — ij e**. cos(3x) dx
4 ' 16 16 '

Observe que a dltima integral é exatamente a integral que queremos calcular e que

denominamos por I. Entdo, reescrevendo,

I = le‘“‘ cos(3x) + ie‘“‘ sen(3x) — —1
4 ' 16 16

I+ iI = le‘“‘ cos(3x) + ie“x sen(3x)
16 4 ' 16

25 1 3
] = _p4x 4x
161 4e .cos(3x) + Te¢ sen(3x)

1—16(1 % cos(3x) + —= e (30) +¢
—25 49 .COS(oX 166 sen(ox

1
I = 7 (4e**.cos(3x) + 3e**sen(3x)) + C

Resposta: I = %(4e4x. cos(3x) + 3e** sen(3x)) + C.

i) Vamos identificar os termos da integracdo por partes. Neste caso tanto faz quem

vocé escolhe, voceé so precisa manter o padrdo na segunda escolha:

u =sen(2x) - du = 2.cos(2x) dx

dv = cosx dx - vzfcosxdx:senx
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Entao,

I = fsen(Zx).cosx dx = sen(2x).senx — f senx . (2.cos(2x)) dx

= sen(2x).senx — 2 f sen x.cos(2x) dx

Para esta ultima integral devemos utilizar outra vez a formula de integracéo por partes:

u =cos(2x) — du=—2.sen(2x)dx
dv = senx dx - vzfsenxdxz—cosx

I = jsen(Zx).cosx dx = sen(2x).senx — 2fsenx.cos(2x) dx

= sen(2x).senx — 2 [cos(Zx) .(—cosx) — f(— cosx).(—2.sen(2x)) dx]

= sen(2x).senx + 2 cos(2x).cos x + 4f sen(2x).cos x dx

Observe que a ultima integral é exatamente a integral que queremos calcular e que

denominamos por I. Entdo, reescrevendo,
I = sen(2x).senx + 2 cos(2x).cosx + 41
I — 4] = sen(2x).senx + 2 cos(2x) .cos x

—3I = sen(2x).senx + 2 cos(2x).cosx
1
I = ~3 (sen(2x).senx + 2 cos(2x).cosx) + C

Resposta: I = — % (sen(2x).senx + 2 cos(2x).cosx) + C.

j)  Vamos identificar os termos da integracéo por partes:

-1
U = arccos x - du = ———dx
V1 —x2
3
dv =x%dx - vzfxzdx:?

Entao,

) x3 x3 -1
I = fx .arccos x dx =?.arccosx—f—.<—>dx

X3
= ? .arccos x +

1]‘ x3 p
— | ——dx
3) V1 —x2



Para esta ultima integral vamos fazer substituicdo de variavel:

du
- du=-2xdx - xdx=_—2 -

u=1-x?

X3 3
I = .fx arccos x dx—? arccosx+3f

\/1—x2

X +1}‘(1—11)(1!11
= 5-arccosx + 3 1, 2
_x3 1.[' 1 _1/2d
=5 -arccosx — = 1—-wu X
x3 1 _
= —.arccos x ——j(u Yy — u1/2)dx
3 6
x3 1 (u'2 u3/2)
= —.arccos X — = — — 5—
3 6 1/2 3/2

_x? Ly, w2 i
= 5-arccosx — | u 3

m_—ﬂlg”)w

x3 1
= —.arccosx — —
3 3

3 [(1—x2)3
Resposta: [ = x?.arccosx - %(m _ ya-x) 3x ) ) +C.

k) Vamos identificar os termos da integracdo por partes:

2
= 2 =
u =arctg(2x) - du 1+4x2dx
X2
dv=xdx - v=fxdx=7
Entdo,
I = j g2x) dx = 5 arctg(2 2 ;)d
x.arctg(2x) dx = 5 -arc g(2x) — 1+4x X

2

= x_ .arc tg(2x) — f

1+42x

Para esta ultima integral vamos fazer divisdo de polindmios:

x2 ‘ 4x2 + 1

_xz_l 1
4 4

15



Ou seja,

1

x? (4x? +1); - 1
j dx:f s 4dx:f S
1+ 4x2 4x%2 +1 4 4x?2+1

i lf 1 P
T2 1) 1™

Fazendo substituicdo de variavel,

u=2x - du=2dx - dx=7

f iy _f Lodu_ 1
a2 +17 T )z 12 2ot

Logo,

X2
I = fx arc tg(2x) dx = 7.arc tg(2x) —j

x 1
.arc tg(2x) — Z_Zj

XZ
2
xZ
2
XZ
2 48

2
Resposta: I = x?.arc tg(2x) — f + %arctg(Zx) + C.

4

X 4
1+ 42

d
4x2 + 1

x 1
.arctg(2x) ——+ =arctg(2x) + C

dx

x 1711
.arc tg(2x) — 2 + 7 [E . arctg(Zx)] +C

16

I) Antes de aplicar o método de integracdo por partes, para melhor visualizar a

integral, podemos fazer substituicdo de variavel. Observe:

t =x?

Entdo,

5 5 dt 1
szx .X.senx dxzft.sent—zift.sentdt

2
Agora, identificando os termos da integragéo por partes:

u=t - du = dt

dv =sentdt - v = —cost

Entéo,

dt
- dt = 2xdx - x.dxz?
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1 1
I=J.x3.senx2 dx=§ft.sentdt=E(t.(—cost)—f(—cost)dt>

1

1
= —E(t.cost—fcostdt> = —E(t-COSt—Sent)‘FC

1
= —E(xz.cosx2 —senx?)+C

Resposta: [ = —%(xz. cosx? —senx?) + C.

m) Antes de aplicar o método de integracdo por partes, para melhor visualizar a

integral, podemos fazer substituicao de variavel. Observe:

1
t=+vVvx - dt = ——dx - dx = 2+/xdt = 2tdt
vx 2Vx vx

Entao,

I=f\/§.cos\/§ dx=ft.cost.2tdt=2jtz.costdt

Agora, identificando os termos da integracdo por partes:

2

u=t - du = 2tdt

dv = costdt - v =sent

Entao,
I = j\/}.cos\ﬁ dx = 2]t2.costdt= Z[tz.sent—th.sentdt]
= 2t2.sent—4jt.sentdt

Devemos fazer integracdo por partes de novo nesta Ultima integral:

u=t - du =dt
dv =sentdt - v =—cost

Logo,

I =]x/§.c05\/§ dx=2t2.sent—4ft.sentdt

=2t%.sent — 4 [t(— cost) — f —costdt]

= 2t%.sent + 4tcost — 4sent + C

= Zﬁz.sen\/}+4\/§cosﬁ—4sen\/§+ C
= 2x.senvVx + 4vVx cos\x —4senvVx + C

Resposta: I = 2x.senv/x + 4vx cosvVx — 4sen/x + C.
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n) Antes de aplicar o método de integracdo por partes, para melhor visualizar a

integral, podemaos fazer substituicdo de varidvel. Observe:

dt

2 S dt = 2xdx - x.dx=7

t=x

Entao,

dt 1
I = fx3.sec2(x2) dx = fxz.x.secz(xz) dx = f t. sec2t7 =Eft. sec?tdt

Agora, identificando os termos da integragéo por partes:

u=t - du =dt
dv =sec’tdt - v =tgt
Entdo,

— | 23 cap2(y2 =l 2 _1 _
I x>.sec*(x”) dx > t.sec*tdt > t.(tgt) tgtdt
1 1
= E(t.tgt —In|sect]) + C = E(xz.tgx2 —In|secx?|) + C

Resposta: I = %(xz.tgx2 — In|secx?|) + C.

0) Antes de aplicar o método de integracdo por partes, para melhor visualizar a

integral, podemos fazer substituicao de variavel. Observe:

dt

t=x - dt = 2xdx - x.dxz?

Entéo,
I= JxS.cos (x?) dx = sz.xz.x. cos(x?) dx
—ftz tdt—lft2 tdt
= cost— =3 .CoS

Agora, identificando os termos da integragéo por partes:

u=t> - du = 2tdt
dv = costdt - v =sent

Entéo,
1 1
I = fo.cos (x?) dx =Eft2.costdt =E<t2.sent—f2t.sentdt) =

Devemos fazer integracdo por partes de novo nesta Ultima integral:

u=t - du =dt



dv = sentdt - v =—cost

Logo,

1
I=fx5.cos (x?) dx=§t2.sent—Jt.sentdt

1
= Etz.sent — [t(— cost) — f —costdt]

1
=§t2.sent+tcost—sent+C

= E(xz)z.sen x? +x%cosx? —senx?+C

1
= Ex‘*.senx2 + x%2cosx? —senx®+C

1
Resposta: I = Ex‘*. senx? + x% cosx? —senx? + C.

P4.12

Resolucao:
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a) Apesar de ser uma integral racional, ela é resolvida facilmente por substituicdo

de variavel:

t=x3-2 - dt = 3x%dx - x%dx=—

Logo,

x? 1dt 1 1,
szxg_zdx=f——=51n|t|+C=§ln|x -2|+C

t3
Resposta: I = %ln|x3 —2|+C.

b) Vamos fatorar o denominador do primeiro termo:

X 3 X
x4 —2x2+1 (x2-1)2

E vamos fazer substituicdo de variavel no primeiro e segundo termos,

dt
t=x*-1 - dt =2xdx - xdx=7

s=2x - ds=2dx - dx=—

Portanto,
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1—[( ad +2)d—fxd+f 24
G o 1 T T4t T e 02 T ) T 2oz

~ 1dt+f 2 ds—lft—def iy
)22 1+s22 2 1+s2%

1

t—l
= E(—_1> +arctgs +C

+arctg(2x) + C

1 1
=——= t C=—F5—<
2t+arc gs + 22 — 1)

1

Resposta: | = —-—=—

+ arc tg(2x) + C.

c) Vamos fazer substituicdo de variavel:

t=x>+2x—10 - dt=0Qx+2dx=2(x+1dx - (x+ 1dx

_de
2

"f X+ 1 d—fldt—lfldt—11|t|+c
T ) t2x—107 T ) 2 T2) T

1
= Elnlx2 +2x—10|+C

Portanto,

Resposta: I = %lnlxz + 2x — 10| + C.
d) Vamos fazer substituicdo de variavel:
t=x3+2x+15 - dt=3x?+2)dx

Portanto,

3x%2 +2 1
I=j—dx=j—dt=ln|t|+C=ln|x3+2x+15|+C
x3+2x + 15 t

Resposta: I = In|x3 + 2x + 15| + C.

e)fx3 dx

x2-1
Observe que o grau do numerador é maior do que o grau do denominador. Entéo,

devemos primeiro fazer a divisdo de polindbmio:




21

Ou seja,

flx(x _1)+xldx=fxdx+fx2x_1 dx

Vamos fazer substituicdo de variavel na segunda integral,

dt
t=x*-1 - dt = 2xdx - xdx=7
Entao,
1—f i d—fd+ - —x2+f1dt = fdt
BT Rl Bl I i
—x2+11 |t|+C—xZ+11|2 11+ C
2! B

2
Resposta: | = x?+ %lnlx2 — 1|+ C.

f) Observe que o grau do numerador é maior do que o grau do denominador.
Entdo, devemos primeiro fazer a diviséo de polindmio:

2 +x%+1 ] x%+1

—x3 —x

x+1
x2—x+1
—x? -1
Ou seja, -
x3 + x? +1 (x+1Dx%2+1) —x
I—] j dx
x?+1 x?+1

X
—J(x+1)dx—J—x2+1dx

Vamos fazer substituicdo de variavel na segunda integral,

dt
t=x*+1 - dt =2xdx - xdx=7

Entao,
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I—fx3+x2+1d _f( 1) d f X 4 _x2+ fldt
B =¥ Tl 1 YT YT

x2+1
2 2]t 2 2
=£+x—lln|x2+1|+6
2 2

2
Resposta: | = x?+ x —%lnlx2 + 1]+ C.

g) Observe que o grau do numerador € igual ao grau do denominador. Entéo,

devemos primeiro fazer a divisdo de polindmio:

3x +2 x+1
—3x—3 3
-1

Ou seja,
3x + 2 3(x +1)-1
I = f j dx =3 | dx — dx
x+1 x+1
Vamos fazer substituicdo de variavel na segunda integral,
t=x+1 - dt = dx

Entéo,

3x+2 1 1

sz dx=3fdx—f—dx=3x+f—dt=3x+ln|t|+C
x+1 x+1 t

=3x+Inlx+1|+C

Resposta: I = 3x + In|x + 1| + C.

h) Observe que o grau do numerador é maior do que o grau do denominador.
Entdo, devemos primeiro fazer a divisdo de polinémio:

x?+5x+7 x +3

—x? —3x
x+ 2

2x+7
—2x—6

1
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Ou seja,

x> +5x+7
o [T
x+3

1
—f(x+2)dx+fmdx

(x+2)(x+3)+1l
dx
x+3

Vamos fazer substituicdo de variavel na segunda integral,

t=x+3 - dt = dx

Entéo,
x245x+7 1 x? 1
=f—dx=f(x+2)dx+f—dx=—+2x+f—dt
x+3 x+ 3 2 t
x? x?
=7+2x+ln|t|+C=7+2x+ln|x+3|+C

2
Resposta: | = x? + 2x + In|x + 3| + C.

i) Observe que o grau do numerador ¢ maior do que o grau do denominador.

Entdo, devemos primeiro fazer a diviséo de polindmio:
2x% + 3x ‘ x+1
—2x?% — 2x

2x+1

X
—-x—1

-1

Ou seja,

2x% + 3x x+1DCx+1) -1
I:J—dx:J dx
x+1 x+1

1
=f(2x+1)dx—fmdx

Vamos fazer substituicdo de variavel na segunda integral,
t=x+1 - dt = dx

Entao,

ijz + 3x

1 1
dx=f(2x+1)dx—] dx=x2+x—J—dt
x+1 X t

+1
=x’4+x—In|t|]+C=x*+x—In|x+1|+C



24

Resposta: I = x2 + x —In|x + 1| + C.
P4.14
Resolucao:

a) Como ndo da& para fazer por substituicdo de varidvel, vamos fatorar o

denominador:
x2—=2x=0 - x(x—2)=0 - x=0ex=2
Entdo, tomamos o integrando e separamos em fragOes parciais, cujos denominadores
séo os fatores:

1 _A+ B
x2—2x x (x—2)

Reduzindo a tultima soma ao mesmo denominador, temos:

1 A(x—2)+Bx
x2—2x  x(x—2)

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
1=A(x—2)+ Bx (¥
VVamos resolver (*),atribuindo valores convenientes a x na igualdade acima:

Parax = 0:
1
1=40-2)+B(0) > -24=1 ~A=--
Para x = 2:
1
1=42-2)+B.(2)»2B=1 - B=>
Voltando a integral,
1 -1 101 10 1
fxz—Zxx flx +(x—2) x 2fx x+2fx_2x

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas integrais acima, temos:

I = 1l||+1l| 2[+C
= —5Inlx| + 7 Inlx

Resposta: I = —%ln|x| + %lnlx —-2|+C.
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b) Como ndo da para fazer por substituicdo de varidvel, vamos fatorar o
denominador:
x°+2x=0 > x(x+2)=0 - x=0e x=-2
Entdo, tomamos o integrando e separamos em fragOes parciais, cujos denominadores
séo os fatores:

3x _A+ B
x2+2x x  (x+2)

Reduzindo a tultima soma ao mesmo denominador, temos:

3x  A(x+2)+Bx
x2+2x  x(x+2)

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
3x = A(x + 2) + Bx (%)
Vamos resolver (*),atribuindo valores convenientes a x na igualdade acima:
Parax = 0:
30=4(0+2)4+B(0)>24=0 - A=0
Para x = —2:
3(-2)=A(-2+2)+B.(-2)»—-2B=-6 - B=3

Voltando a integral,

I—f 3 d—”o+ ° ]d —3f L 4
) x2 4+ 2x = (x+2) x= x+2x

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas integrais acima, temos:

I=3Inlx+2|+C
Resposta: I = 31In|x + 2| + C.
c) Vamos fatorar o denominador aplicando a formula de Bhaskara:

x> =3x+2=0

x__(_g)i,/(-3)2—4.1.2_ 3+V1 3i1_{x1 =1
- 2.1 - -

2 2 _x2=2

Como na fatoracéo, ax? + bx + ¢ = a(x — x;) (x — x3), temos,

x2=3x+2=(x—-1Dx-2)
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Entdo, tomamos o integrando e separamos em fracOes parciais, cujos

denominadores sdo os fatores:

x+1 _ A 4 B
x2-3x+2 (x—1) (x-2)

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

x+1  Alx—-2)+B(x—1)
x2—-3x+2  (x—-1(x-2)

Observe que temos uma igualdade de fracGes cujos denominadores sé&o iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
x+1)=Ax—-2)+B(x—1) (%)
Podemos atribuir valores convenientes a x, ou seja, as raizes:
Parax = 1:
(1+1D)=41-2)4+B.(1-1)>-A4=2 - A=-2
Para x = 2:
2+1)=4R2-2)+B.2-1)»B=3

Voltando a integral,

I_j x+1 P
) x2—-3x+2 x

j[(x—l) (x—Z)]dx fxildx+3fxi2dx

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais,

temos:
I=-2In|lx—1|+4+3In|x —-2|+C
Resposta: I = —21In|x — 1| + 3In|x — 2| + C.
d) Vamos fatorar o denominador aplicando a formula de Bhaskara:

x> —7x+12=0

(=D xJ(D2-4112  7T+VT 7i1_{x1=3
= 21 22 =4

Como na fatoracéo, ax? + bx + ¢ = a(x — x1) (x — x3), temos,

x2=7x+12=(x—-3)(x —4)
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Entdo, tomamos o integrando e separamos em fragdes parciais, cujos
denominadores s&o os fatores:

2x—1 A N B
x2—7x+12 (x—3) (x—4)

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

2x—1  A(x—-4)+B(x—3)
—-7x+12 (x—=3)(x—4)

Observe que temos uma igualdade de fracGes cujos denominadores sé&o iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
2x—1)=A(x—4)+B(x—3) (%)
Podemos atribuir valores convenientes a x, ou seja, as raizes:
Para x = 3:
(23-1)=43-4)+B.(3-3)>—-A4=5 - A=-5
Para x = 4:
(24-1)=A(4—-4)+B.(4—-3)>B=7

Voltando a integral,

I_j 2x —1 d
T —tx+ 12

f[(x—?)) (x—4)]dx Sfxi3dx+7fxi4 x

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais,

temos:
I =-5Inlx—3|+7In|x —4|+C
Resposta: I = —5In|x — 3| + 7In|x — 4| + C.
e) Fatorando o denominador,
x3—x?—-2x=x(x>—-x-2)
Vamos fatorar a Gltima expressao aplicando a férmula de Bhaskara:

x> =—x—-2=0

(Dt J(-D?-41.(-2) 1+vY9 143 (x;, =-1
B 2.1 22 _{x2=2
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Como na fatoracédo, ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;), temos,
x3—x?2-2x=x(x*—-x-2)=x(x+1)(x—2)
Entdo, tomamos o integrando e separamos em fragdes parciais:

#@’-3x+2 A B C
x3—x2-2x x (x+1) (x—2)

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

4x* —=3x+2 A(x+1)(x—2)+Bx(x—2) + Cx(x + 1)
x3—x2—2x x(x+1)(x—2)

Observe que temos uma igualdade de fragdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, 0s numeradores também devem ser iguais, ou seja,

4x2 —=3x+2=A(x+ 1D(x—2)+Bx(x —2) + Cx(x + 1)
Podemos atribuir valores convenientes a X, ou seja, as raizes:
Para x = 0:
4.02-3042=A0+1)(0-2)+B.0(0—2)+C.0(0+1) > -24=2-> A=-1
Parax = —1:

4.(-1)?-3.(-D)+2=A4-1+D(-1-2)+B.(-D(-1-2)+ C.(-1)(-1+ 1)
-»38=9-> B=-3

Para x = 2:

4.22-32+42=4A2+1)2-2)+B.22-2)+C.2Q2+1)>6C=12> C=2

Voltando a integral,

I_f4x2—3x+2d _f[—1+ -3 N 2 4
B T x (x+1) (x—-2) *

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais, temos:

I =—In|x| —3In|x+ 1|+ 2In|x - 2|+ C
Resposta: I = —In|x| — 3In|x + 1| + 2In|x — 2| + C.
f) Fatorando o denominador,
x3-2x2+x=x(x?*-2x+1)

Vamos fatorar a Ultima expressao aplicando a formula de Bhaskara:



x> =2x+1=0

(- *xJ(-22-411 2+£0
= N - -

2

Como na fatoracéo, ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;), temos,

x3—2x2+x=x(x>-2x+1) =x(x — 1)
Entdo, tomamaos o integrando e separamos em fragdes parciais:

1 A, B ___C
x3-2x2+x x (x—1) (x—1)2

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

1 _A(x—1)?+Bx(x—1) + Cx
x3—2x2+x x(x —1)2
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Observe que temos uma igualdade de fragdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,

1=A(x—1)2+Bx(x—1) + Cx

Podemos atribuir valores convenientes a x, ou seja, as raizes mas, neste caso, nao

serd suficiente. Vamos entdo, escolher um terceiro nimero, por exemplo x = 2:

Para x = 0:

1=40-1)2+B.0(0-1)+C.0-4=1
Parax = 1:

1=41-1D%*+B.11-1D+C.1-C=1
Para x = 2:

1=42-1)%?+B.22-1)+C2>A+2B+2C=1->1+2B+21=1 -

2B=-2-B=-1

Voltando a integral,

1=jm ” (x—l) (x—l)2

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais, temos:

(x—17!
I =In|x| —In|x — 1| +_—1+C
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Resposta: I = In|x| — In|x — 1| — ﬁ + C.

g) Neste caso, denominador ja esta fatorado. Passamos entdo para a separagdo em
fracdes parciais,

X A B C
(x—l)(x+1)2_x—l_i_(x+1)+(x+1)2

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

X A+ 1D?+Bx—-Dx+ 1D +C(x—1)
(x—D(x+1)2 (x —1D(x+1)2

Observe que temos uma igualdade de fragdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
x=A(x+1)?+Bx—-1D(x+1)+C(x—-1)

Podemos atribuir valores convenientes a x, ou seja, as raizes mas, neste caso, nao

sera suficiente. Vamos entdo, escolher um terceiro namero, por exemplo x = 0:
Parax = —1:
“1=A-1+1D?+B(-1-D(-1+D+C(-1-1) > -20=-1 > C=-1/,
Para x = 1:
1=A1+1?+BA-1DA+D+CA-1D>44=1->4=1/,
Para x = 0:
0=A0+1?+BO-DO+1)+C0-1)>4-B-C=0-1/,-B+1/,=1

Voltando a integral,

Yo . - -/
Izj(x—l)(x+1)2 Jlx—l (x+1)+(x+1) dx

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais, temos:

F= Y — 1= 2+ 1) 1(x“)l+c
—g 4 1
Resposta: I = —lnlx —1] ——lnIx + 1| + + C.

2(x +1)

h)  Fatorando o denominador,
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x3+4x% +4x = x(x% + 4x + 4)
Vamos fatorar a Ultima expressdo aplicando a formula de Bhaskara:
x2+4x+4=0

 —4+V42 414 —4+V0
- 2.1 2

X

Como na fatoracéo, ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;), temos,
x3+4x% +4x = x(x? + 4x + 4) = x(x + 2)?
Entdo, tomamos o integrando e separamos em fracdes parciais,

2x —3 _A+ B 4 C
x3+4x2+4x x  (x+2) (x+2)2

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

2x — 3 _A(x+2)?+Bx(x+2) +Cx
x3 +4x2 4+ 4x x(x + 2)2

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
2x —3=A(x+2)>+Bx(x +2) +Cx

Podemos atribuir valores convenientes a X, ou seja, as raizes mas, neste caso, nao sera

suficiente. Vamos entéo, escolher um terceiro nimero, por exemplo x = 1:
Para x = 0:
20-3=4(0+22+B.0(04+2)+C.0>44=-3 - A=—3/4
Para x = —2:
2.(-2)-3=A(-2+2)>+B.(-2)(-24+2)+C.(-2)» —2C=-7 - C = 7/2
Para x = 1:
21-3=4(1+2)?+B.1(1+2)+C.1>94+3B+C=-1>

Voltando a integral,

I=j x 3 dx=f[_3/4+ 3/4 + 7/2 dx

x3 4+ 4x? + 4x X (x+2) (x+2)
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Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais, temos:

Fm =St 4 i+ 2 4 2EEDT ¢
= 41’136 41’136 > 1
3 3 7
Resposta: I = —=In|x| +=In|x + 2| — +C.
4 4 2(x+2)

i) Fatorando o denominador,
x3 —6x2+9x =x(x®>—6x+9)
Vamos fatorar a Ultima expressdo aplicando a formula de Bhaskara:

x> —6x+9=0

e —(—6)+/(-6)2-419  6+V0 _ ]
B 2.1 B -

2

Como na fatoracéo, ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;), temos,
x3 —6x%24+9x = x(x? — 6x +9) = x(x — 3)*?
Entdo, tomamos o integrando e separamos em fracdes parciais,

3x+1 _A+ B 4 C
x3—6x2+9x x (x—3) (x—23)2

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

3x + 1 _A(x—3)*+Bx(x —3) + Cx
x3 —6x2+9x x(x — 3)?

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais, portanto,

0s numeradores também devem ser iguais, ou seja,
3x+1=A(x—-3)>+Bx(x —3) + Cx

Podemos atribuir valores convenientes a X, ou seja, as raizes mas, neste caso, nao sera

suficiente. Vamos entéo, escolher um terceiro namero, por exemplo x = 1:

Parax = 0:

30+41=4(0-3)24+B.0(0—3)+C.0-94=1 — A:1/9
Para x = 3:

33+1=4(3-3)%?+B.33-3)+(.3>3C=10 > =10/,
Parax = 1:

31+1=41-3)2+B.1(1-3)+C.1>44A—-2B+C=4>
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4)g—2B+10/3=4 > 2B=4/;+10/, 45 p=-1/,

Voltando a integral,

I_f 3x+1 4 _f
) x3 —6x2 +9x x=

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais, temos:

1/9+ _1/9 N 10/3

x (x—3) (x—3)2 dx

F= gl = Ly — 3 4 RE=ZDT
—9nx 9nx 3 )

10
30— + C.

Resposta: I = élnlxl — %lnlx - 3| -
J) Neste caso, denominador ja esta fatorado. Passamos entdo para a separacdo em
fracBes parciais,

x?+1 A N B N C N D
(x+1)2(x—-2)2 x+1 (x+1)2 x-2 (x-2)2

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

x2+1 A+ D(x—2)?+B(x—2)*+ Cx + 1)?*(x — 2) + D(x + 1)?
(x+1)2(x —2)2 (x +1)2(x — 2)2

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores s&o iguais,

portanto, 0s numeradores também devem ser iguais, ou seja,
x2+1=A(x+1)(x—-2)*>+B(x—-2)2+C(x+1)?(x—2)+ D(x + 1)?

Podemos atribuir valores convenientes a X, ou seja, as raizes mas, neste caso, nao sera

suficiente. Vamos entdo, escolher mais dois nimeros, por exemplo x = 0 e

x=1:
Parax = —1:
2=A(-14+1D(1-2)2+B(-1-2)2+C(-1+1)2(x—2) + D(-1 + 1)?
598 =2 - B =2/
Para x = 2:

5=A42+1)2-2)2+B2-2?2?+Cc2+1?2-2)+D(2+1)?
59D =5-D =5/

Parax = 0:
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1=A40+1)(0-2)2+B(0-2)2+C(0+1)*>(0—2)+D(0+ 1)
5 4A+4B-20+D=1-44+8/5-20+3/g=1 - 44-2¢=1-13/
- 44— 2C =~
Para x = 1:
2=A0+1)(1-2)2+B(1-2)*+C(1 + 1)2(1 — 2) + D(1 + 1)?
52A+B—4C+4D=2-2A+2%/g—4C+20/g=2 > 24-4Cc=2-22/,
5 24-4C="%y >A-20="2/
Resolvendo o sistema entre C e D:

{4,4 —20="4%,

g, D 3A=Tg 5 A="2)e20 =A+2/g= T2)yr+2/g="/y;
A-2C="2/g

logo, € =4/,
Voltando a integral,

~2/)y 2/q 4 Y27 >/9

x+1 (x+1)?2 x—-2 (x—2)2 dx

. x2+1 =
AT D, "‘f

Fazendo mudangas de varidvel convenientes nas integrais acima, temos:

I= 21| +1I+2(x+1)_1+41| 2I+5(x_2)_1+c
= 27 nlx 9 1 o7 nix 9 1
2 4 _ _ 2 5
Resposta: I = ——Injx + 1] + ZInlx — 2| — oo — e + C.

k) Neste caso, denominador ja esta fatorado. Passamos entdo para a separacdo em

fracdes parciais,

3x>-1 A B C D
x3(x—2) x x2 x3 x-—2

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

3x? =1 _ Ax*(x—2) +Bx(x —2) + C(x — 2) + Dx®
x3(x—2) x3(x —2)

Observe gue temos uma igualdade de fragfes cujos denominadores sdo iguais, portanto,

0s numeradores também devem ser iguais, ou seja,
3x2 —1=Ax*(x —2) + Bx(x —2) + C(x — 2) + Dx3

Podemos atribuir valores convenientes a X, ou seja, as raizes mas, neste caso, ndo sera

suficiente. Vamos entdo, escolher outros dois nimeros, por exemplo
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x=1lex=-1.
Parax = 0:
—1=4.02(0—2)+B.0(0-2)+C(0—-2)+D.0* > —2c=-1 > Cc=1/,
Para x = 2:
3.22-1=A22(2-2)+B.22-2)+C(2-2)+D.2> 8D =11 D = 11/
Para x = 1:
312-1=A4.1’1-2)+B.11-2)+Cc(1-2) + D.13
5>-A-B-C+D=2->-A-B-1/,+11fg=2 5 —a-p=2+1/, -1/
> -A-B=9/g
Parax = —1:
3.(-1)2—1=A.(-1)2(-1-2) + B.(—1)(-1=2) + C(=1 = 2) + D.(-1)3
> -34+3B-3C+D=2--34+3B-3/,+11/g=2 >
—34+3B=2+3/,- /5> -34+38 =17/

Resolvendo o sistema entre A e B:

{—3,4 —3B =27/,

L eA=H/ a=_ 1) o _p =9 4a=9/ _11/ _5
_3A+3B:17/8 /s /12 /8 /8 /12 = /24

Voltando a integral,

I_f3x —1 x_f[ AP 5/24 1/2 11/Sldx

3(x —2) x3 x—2

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas segunda e terceira integrais, temos:

[ 11l x| 5 (x71 +1 x~? +111| 2 4c
ST MM T\ Ty T\ 5y T

Resposta: I = ——In|x| + —1In|x — 2| + — — — + C.
12 8 24x  4x
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I) Observe que o grau do numerador é maior do que o grau do denominador. Entéo,

devemos primeiro fazer a divisdo de polindmio:

x3 ‘ x%—x—2

.3 2
x° + x4+ 2x x+1

x?% + 2x
—x?+x+2

Ou seja, 3x +2

x3 3x + 2
P P L
x?—x—-2 2—x—-2

Vamos fatorar o denominador aplicando a formula de Bhéaskara para x? — x — 2 = 0:

(D JEDE-41.(-2) 14V (x =2
B 2.1 B 2 {xz =-1

Como na fatoracdo, ax? + bx + ¢ = a(x — x1) (x — x3), temos,
x2—x-2=(x-2)(x+1)
Entdo, tomamos o integrando da segunda integral e separamos em fracdes parciais,
cujos denominadores sé&o os fatores:

xt2 __A B
x2—x—2 (x—-2) (x+1)

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

3x+2  Alx+1)+B(x—2)
x2—x—-2  (x—=2)(x+1)

Observe que temos uma igualdade de fragdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
3x+2=A(x+1)+B(x—2) (»
VVamos resolver (*), atribuindo valores convenientes a x na igualdade acima:
Para x = 2:
32+42=42+1)+B2-2) »34=8 >A4=38/,
Parax = —1:
3(-)+2=A(-1+1)+B(-1-2) >-3B=-1 »B=1/;

Voltando a integral,



% s

1—” T2 PR +f +
- x2—x—2/ T2 (x—2) (x+1)
—x2+ N S
B RN Y Y R T

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas integrais acima, temos:
2

P2 o+ B =2l + S — 3]+ €
—2 X 3nx 3nx

2
Resposta: [ = x?+ x +§1n|x - 2] +§ln|x - 3]+ C.

dx

37

m) Observe que o grau do numerador é igual ao grau do denominador. Entéo,

devemos primeiro fazer a divisao de polindbmio:

x?+2x—1 ]x2+3x—4

— 2 _
X 3x +4 1

—-x+3
Ou seja,
I_J‘x +2x—1d_f[1 -x+3 ]
) x24+3x - x x?>+3x—4
Vamos fatorar o denominador aplicando a formula de Bhaskara para

x> +3x—4=0;:

—3+./32-41.(-4) _ —3J_r\/ﬁ: :{x1=1

= 21 -T2 X, = —4

Como na fatoracéo, ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;), temos,

x24+3x—4=(x—-1(x+4)

Entdo, tomamos o integrando da segunda integral e separamos em fragdes parciais,

cujos denominadores séo os fatores:

—x+3 A B

= +
x>+3x—-4 (x—1) (x+4)

Reduzindo a tltima soma ao mesmo denominador, temos:

—x+3  Alx+4)+B(x—1)
x2+3x—4  (x—-1D(x+4)
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Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
—x+3=Ax+4)+B(x—-1) (%)
Vamos resolver (*), atribuindo valores convenientes a x na igualdade acima:

Para x = 1:
~1+3=A(1+4)+B(1-1) »54=2 > A=2/c
Para x = —4:
—(—-4)+3=A(-4+4) +B(-4—-1) >-58=7 »B=-7/c

Voltando a integral,

1—”1+ —x+3 ]d = +f
N x2t+3x—a/FT*

_+2f1d 7(_1
X 1Y 5 xya

2/5 . —7/5

x—1) (x+4 dx =

Fazendo mudangas de varidvel convenientes nas integrais acima, temos:
2 7
I=x+§ln|x—1| —gln|x+4| +C

Resposta: I = x + élnlx —-1| - glnlx + 4|+ C.

n) Observe que o grau do numerador é igual ao grau do denominador. Entdo,

devemos primeiro fazer a divisdo de polindmio:

x2 43 ] x% +2x — 24

2
X 2x + 24 1

—2x + 25

Ou seja,

1_j x2+3 p _f[l —2x + 25
X2 +2x—24 " X2+ 2x — 24
Vamos fatorar o denominador aplicando a formula de Bhéaskara para x2 + 2x — 24 =

0:

X = = = =

—2+,/22-4.1.(-24) —2++100 { x, =4
2.1 2
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Como na fatoracéo, ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;), temos,
x2+3x—4=(x—4)(x+6)

Entdo, tomamos o integrando da segunda integral e separamos em fragdes parciais,

cujos denominadores séo os fatores:

—2x+25 A B
x2+2x—24 (x—4) (x+6)

Reduzindo a tltima soma ao mesmo denominador, temos:

—2x+25 A(x+6)+B(x—4)
x2+2x—24  (x—4)(x+6)

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
—2x+25=A(x+6)+B(x—4) (»)
Vamos resolver (*), atribuindo valores convenientes a x na igualdade acima:
Para x = 4:
—24+25=A(4+6)+B(4—4) 5104=17 -A=17/,,
Para x = —6:
—2(—6)+25=A(-6+6) +B(6—4) —»2B=37 ->B=37/,

Voltando a integral,

17/10 .\ 37/2

1—”1+ B +j dx =
- X2 +2x— 24/ TF x—4) " x+6)|™ "
B S O
T x4 T2 xve6™

Fazendo mudancas de varidvel convenientes nas integrais acima, temos:
I = +171| 4|+371| +6|+C
=X 10 nfx 2 nfx

Resposta: I = x + %ln|x — 4] + 32—71n|x + 6|+ C.
0) Neste caso, denominador ja esta fatorado. Passamos entdo para a separagcdo em
fragOes parciais,

x3 _Ax+B+ Cx+D
(x2+1)2 (x2+1)  (x2+1)2
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Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

x*  (Ax+B)(x*+ 1)+ (Cx + D)
(x2+1)2 (x2 +1)2

Observe que temos uma igualdade de fragdes cujos denominadores sdo igualis,
portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
x3=((Ax+B)(x*+1) + (Cx+ D)
Neste caso, como ndo temos raizes reais, torna-se mais facil fazer igualdade de
polindmios e igualar os coeficientes dos termos semelhantes:
x3=Ax3>+Ax+Bx*+B+Cx+ D =Ax®*+Bx*+ (A+ C)x+ (B+ D)
Entéo,
A=1
B=0
A+C=0->C=-1
B+D=0 -D=0

Voltando a integral,
] 4 _J[1x+0 (— 1)x+0]d
2+12 T ) e+ T a2+ 2l

- f [(x2 +1) (x%+ 1)2] dx

Fazendo mudanca de variavel:

dt
t=x*+4+1 -dt=2xdx - xdx=7
-/l Jas = [ - 27 - gmie -3 (55) +
xZ+1) x2+1)2 x )
—11 |t|+1+C—11|2+1|+ ! +C
R T R 22+ 1)

Resposta: I = —lnlx + 1]+

2(x 2+1) +C.
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p) Observe que o grau do numerador é maior que o grau do denominador. Ent&o,

devemos primeiro fazer a divisdo de polindmio:

2x3 —3x* +2x— 4 5
] x“+4
—2x3 — 8x

2x—3

—3x% —6x — 4
3x% + 12

6x — 4

Ou seja,

I_j2x3—3x2+2x—4 —
B x2+4 +4

6x 4
=f[2x—3+ — ]dx

6x
dx=f[2x—3+ > ]dx
X

x2+4 x?2+4

Vamos separar em quatro integrais e resolver as duas Ultimas por substituicdo de

1_f2xdx— ]dx+6f - j4[ +1]

variavel:

_ 2 _ _at
t=x“+4 - dt=2xdx —>xdx—2

dx
s = —>ds=7 - 2ds =dx

2
Voltando a integral,

I=ijdx—3fdx+6f2L4dx—4f+dx
x5+ 4[(5) +1]

2

1dt 1
=x2—3x+6J———f .2ds =

t 2
=x2—3x+3In|t| — 2arctgs + C

x
=x2 —3x + 3In|x? + 4] —2arctg(§)+C

Resposta: I = x2 — 3x + 31In|x? + 4| — 2arctg (g) + C.



42

q) Fatorando o denominador,
x*—1=(x2-DE*+ D) =x-Dx+1DxE*+1)
Entdo, tomamaos o integrando e separamos em fracdes parciais:

2x3+x2+2x—1_ A N B +Cx+D
x*—1 Tx—1 x+1 x2+1

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

20 +x*+2x—1 A+ D*+ 1) +Bx—1D(x*+1)+ (Cx +D)(x* - 1)
x*—1 B x—Dx+1D(x2+1)

Neste caso, como nao temos raizes reais suficiente para resolver o sistema, torna-se
mais facil fazer igualdade de polinbmios e igualar os coeficientes dos termos
semelhantes:

23+ x2+2x—1=Ax+DE*+ 1D +Bx - D2+ 1)+ (Cx+D)(x? - 1)

=Ax3+Ax + Ax* + A+ Bx3+Bx—Bx*—B+Cx3—Cx+Dx*-D
=(A+B+C)x*+(A—B+D)x*+(A+B—-C)x+(A—B—-D)

Entéo,
A+B+C=2 (1) A+B+C=2
A-B+D=1(2) &+B—C=2 - 20=0-0=0

A+B—-C=2 (3) *{A—B+D=1

- 2D=2-D=1
A-—B—-D=-1(4) A—B—-D=-1

Entdo temos,

{A+B:2 & 24=2-5A=1¢eB=A=1

A—B=0

Voltando a integral,

dx

_f2x3+x2+2x—1d _f[ 1 N 1 +0.x+1
- x*—1 x= x—1 x+1 x24+1

—J1d+J1d+J1d
N x—1x x+1x x2+1x

Fazendo mudancas de variavel convenientes nas primeira e segunda integral,

2x3 +x%2+2x—1
sz dx =In|x —1| +In|x + 1| +arctgx + C

x*—1
Resposta: I = In|x — 1| +In|x + 1| +arctgx + C.

r) Fatorando o denominador pela diferenca de cubos:
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a® + b3 = (a + b)(a®? — ab + b?), temos:
x3 423 =(x+2)(x? - 2x + 2?)
Separando o integrando em fragdes parciais:

1 1 __A ., Bxtc
x3+8 (x+2)(x2—-2x+4) x+2 x2—-2x+4

Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

1 A —-2x+4)+(Bx+0O)(x+2)
x3+8 (x+2)(x%2—2x+4)

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
1=Ax*-2x+4)+Bx+0)(x+2)
Neste caso, vamos preferir desenvolver o produto e fazer igualdade de polinémios:

1=Ax%? — 2Ax + 4A + Bx*> + 2Bx + Cx + 2C
=(A+B)x*+ (-24+ 2B + C)x + (44 + 2C)

Logo,
{—2A+ZB+C=O—>A=—B—>{_igigc__ol—>3C=1—>C=§eB=—Z
4A+2C =1 =
1 1
Nestecaso, B=—— e A=—
12 12
Voltando a integral,
[t
) x3+8 x
1 -1 1
zj /12+ [12%+ /3
x+2 x2—-2x+4
1 1 4 1J x—4 4
12 x+2 T 12) e+ a ™
1 1 1 x—1 et 1J 3 4
12 x 2P T 12) e+ a T 12) e+ a2

Fazendo mudanca de variavel nas primeira e segunda integrais,

t=x+2 - dt = dx

ds
s=x*—-2x+4 - ds = (2x —2)dx - (x—l)dx=7
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Completando quadrados na terceira integral,

3 3
———dx = d
fx2—2x+4x (x?—-2x+1)+3 x

3 3
f(x—1)2+3 g fg (x_‘1)2+1 ¥
V3
E ainda fazendo substituicdo de variavel na integral acima,
(x—1)
= dx = 3dz
V3
I_fl P 1 1dt 1 1ds+1j‘ 1 Vadz =
“ )+ T 12 12) 52 "12) 2+ ()2 VYT
1 1 V3
Elnltl — —lnIsI +Earc tgz+C
—11| + 2| 11| 2+4|+\/§ t(x_1)+C
= 12 nix n x X 12 arc tg \/§
Resposta: I = —lnlx + 2| — —lnlx —2x + 4| +—arc tg(\/_) + C.
s) I = =
(a — b)(a? + ab + b?), temos:
x3-13=(x-1Dx%*+x+1?)
Separando o integrando em fragdes parciais:
2x 2x A Bx+C

= et +
-1 (x—-Dx?*+x+1) x—1 x2+x+1
Reduzindo a ultima soma ao mesmo denominador, temos:

2x  A*+x+ 1)+ Bx+O)(x—1)
x3—-1 x—Dx2+x+1)

Observe que temos uma igualdade de fracdes cujos denominadores sdo iguais,

portanto, os numeradores também devem ser iguais, ou seja,
2x =A(x?+x+ 1)+ (Bx+C)(x—1)
Neste caso, vamos preferir desenvolver o produto e fazer igualdade de polinémios:

2x = Ax* + Ax + A+ Bx>*—Bx+Cx—C
=A+B)x*+(A—-B+0)x+(A-0)

Logo,



Voltando a integral,

2x
I=J.X3_1dx

][2/3 2/39“"2/3 p

x—1 x2+x+1

_j dzjx+1d+2j2d
3 x—17 T3 e x+1 T3 a1

Fazendo mudanca de variavel nas primeira e segunda integrais,

(1 2f x-1
Y v 3 x

t=x—-1 - dt = dx

ds
s=x’+x+1 - ds = (2x+2)dx - (x+1)dx=7

Completando quadrados na terceira integral,

2
—dx=j dx
jx2+x+1 (x2+x+1/4_)+3/4

2 2
g (x+1/2>2+3/4d’“—J e

E ainda fazendo substituicdo de variavel na integral acima,

Q2x+1) V3
=—"_" 5  dx=—dz
V3 2
’_f 2x d_2f1dt 2f1ds+2 4f 1 V3, _
e i T3 M T3 s 2 T 133) 2 (2 2 T
2 44/3
—glnltl—gln|s|+¥arctgz+6
2 1 44/3 2x+ 1
=§ln|x—1|—§ln|x2+x+1|+¥arctg( NG )+C

2x+1

V3

2 11— a2 43
Resposta.1—3ln|x 1] 3lnlx +x+1|+39arctg( )+C.
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P 4.16

Resolucao:

a) I = [ cos®(2x).cos(2x) dx = [(1 —sen?(2x))3.cos(2x) dx
Agora, fazemos substituicdo de variavel,

u =sen(2x) — du = 2cos(2x).dx

I = J.(l —sen?(2x))3.cos(2x) dx = f(l —u?)3 dz_u

—1f(1 3u® + 3u* —u®)d - 3u3+3u5 W +C
—2 u u u u—zu 3 5 7

1 3 1
=3 (sen(Zx) —sen3(2x) + gsenS(Zx) —7sen7(2x)) +C
Resposta: I = %(sen(Zx) —sen3(2x) + gsen5(2x) —%sen7(2x)) + C.
b) I = [(1 — cos?(5x))dx = [ sen?(5x).dx

Fazendo mudanca de variavel,

u=5x - du=>5dx

du 1
I = jsenZ(Sx).dx = jsenzu.? =§fsen2udu
Nesse caso, a substituicao é,
5 1 — cos(2x)
sen®x = ————

1_1j 24 d _1J(1—cos(2u))d _ 1( 1 ) )+C
=g | sen“udu=¢ > u=r5lu 2sen(u)

1 1
= — - = 1
10 (Sx > sen( Ox)) +C
=2 _1
Resposta: I = S (Sx 2sen(le)) + C.
c) Nesse caso, a substituicao e,

) 1 — cos(2x) ) 1 + cos(2x)
sen‘x = ———— e Ccos“x = ———

2 2

Entao,
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I = fsen"(Zx) dx = fsenz(Zx).senz(Zx) dx

B 1 —cos(4x)\ (1 — cos(4x) p
- f 2 ' 2 *

— 1 2
= Zf(l — 2 cos(4x) + cos?(4x))dx

=%U1dx—2fcos(4x)dx+f<1++s(8x)>dx

=%U 1dx—2fcos(4x) dx +%(f 1dx+fcos(8x) dx)]

Fazendo substituicBes de variavel nas segunda e quarta integrais,

dt
t=4x - dt=4dx - dxzz
ds
s=8x —-> ds=8dx - dng

=l [T 3+ [ st D)

—1[ - t+1< ra )|+ ¢

=7|x —zsent+5(x+gsens
1 1

=3 [3x — sen(4x) +§sen(8x)] +C

Resposta: [ =

@ |+

[3x — sen(4x) +§sen(8x)] + C.

d) Lembrando que secx = ﬁ e 1+ tg?x = sec? x vamos substituir na integral,

1
2 2 cos? x. 1
COS® Xx.sec” x 2
= | ———dx=| ——2%d =J dx=J os*x. dx
j (1 +tg?x)? x j (sec? x)? x sec* x ¢

Nesse caso, a substituicéo &,

1 + cos(2x)

2
cos“x =
2

Entéo,
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1+ cos(2x 1+ cos(2x
I=fcos4x dx=fcoszx.coszxdx=f< 2( )>< 2( )>dx

— 1 2
= Zf(l + 2 cos(2x) + cos“(2x))dx

=%U 1dx+2fcos(2x)dx+]<1++s(4x)>dxl

= %U ldx + Z.fcos(Zx) dx +%(f 1dx+fcos(4x) dx)]

Fazendo substitui¢Bes de variavel nas segunda e quarta integrais,

t=2x - dt=2dx - dx = —

2
ds
s=4x - ds=4dx - dx=z

1=%[x+2fc05(t)%+%(x+jCOS(S)%)]

—1[ + t+1( i1 )]+C
—4X sen ) X 4sens

1 1
=3 [Bx + 2sen(2x) + Zsen(4x)] +C

Resposta: I = %[Bx + 2sen(2x) +isen(4x)] + C.

e) Basta fazermos substituicdo de variavel,

u =sen(2x) - du = 2cos(2x).dx

— 2 — zd_u=lu_3 _L o s
I sen“(2x).cos(2x) dx w—=5\3 +C Z sen (2x)+C

Resposta: [ = %sen3 (2x) + C.
f) Basta fazermos substituicéo de variavel,

u =cos(4x) — du= —4sen(4x).dx

du 1(u® 1
1= fcos4(4x).sen(4x) dx = fu4_—4 = _Z<?) +C = —ﬁcoss(élx) +C

Resposta: I = — %c055(4x) +C.

9) I = [ sen®(3x).cos?(3x) dx = [ sen?(3x).cos*(3x).sen(3x) dx =
J (1 = cos?(3x)).cos?(3x). cos(3x) dx
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Agora, fazemos substituicao de variavel,

u =cos(3x) — du=-—3sen(3x).dx

I = f (1 — cos?(3x)).cos?(3x).cos(3x) dx = J(l —u?) u? (%)

1 1/u® ud
__ = 2 _ .4 - __ _=
- 3f(u u)du 3<3 5>+C

1 <cos3(3x) _ coss(3x)> i

3\ 3 5

3 5
Resposta; | = —= (C°S3<3x> _cos 5(3x)

: )+c.

h) I = [ cos®(2x + 1).sen*(2x + 1) dx = [ cos*(2x + 1).sen*(2x + 1) .cos(2x +
1) dx = [ (1 —sen?(2x + 1))? sen*(2x + 1).cos(2x + 1) dx

Agora, fazemos substituicao de variavel,
u=sen(2x+1) - du=2cos(2x+1).dx

— 2 2 4 — 2N\2 ,,4 du
I—f(l—sen (2x + 1))“ sen (2x+1).cos(2x+1)dx—f(1—u) u (7>

1 1
= Ef(l —2u? + uMutdu = EJ(u“‘ —2u® + u®)du

1<u5 u’ u9>
(= —2=+ )+

2\ 5 7 9
1/sen°(2x + 1 sen’(2x +1) sen’(2x +1
_lfsen’@u+1) | sen’@x+1) sen’@r+ D)
2 5 7 9
5 7 9
Resposta: ] = l(sen (2x+1) _9 sen’(2x+1) + sen (2x+1)) 1 C.
2 5 7 9

i) I=[sec*(3x)dx = [sec?(3x).sec?(3x)dx = [(1 + tg?(3x)).sec?(3x) dx
Agora, fazemos substituicdo de variavel,
u=tg(3x) — du=3sec?(3x)dx
du 1
= j(l + tg2(3x)).sec?(3x) dx = J(l + u?) 3= §J(1 + u?)du

_l +u3 +C—1t 3 +1t33 +C
=z\ut3 =318(3x) + 518" (3x)

Resposta: [ = étg(3x) + étg3(3x) + C.
j) I = [(cossec?(3x) —1).cotg(3x) dx = [ cossec?(3x) cotg(3x) dx —
[ cotg(3x) dx.

Vamos fazer substitui¢do de variavel,



t = cotg(3x) — dt = —3cossec?(3x) dx
s=3x - ds=3dx

ds

dt
I =fcossec2(3x) cotg(3x) dx —fcotg(Sx) dx =Jt._—3—Jcotgs?

3\2

Resposta: I = —%cotgz (3x) — glnlsen(Sx)I + C.

k) [tg*xsec?x.tgx.secxdx = [(sec?x — 1)* sec? x.tg x.secx dx

Agora, fazemos substituicao de variavel,

u=secx — du=tgx.secxdx

I = f(sec2 x—1)?sec’x.tgx.secxdx = f(u2 —1D%u?.du

= j(u4 —2u? + Dudu = j(u6 —2u* +u?)du

~ <u7 2u5 +u3> fC- sec’” x sec5x+ sec3 x
“\7 "5 73 ~ 7 "5 3
. sec” x sec’x . sec3x
Resposta: I = - -2 - . +C

I) Fazendo substituicdo de variavel,

u=tg(2x) - du=2sec?(2x)dx

1= ftg3(2x).sec2(2x) dx = fu3.dz—u = %f uddu = %.%4+ C = tg422x)
Resposta: 1 = £-22 4 ¢
m)I = [ cotg?(3x). cossec?(3x). cotg(3x). cossec(3x) dx =
[ (cossec?(3x) — 1) . cossec?(3x). cotg(3x). cossec(3x) dx
Agora, fazemos substituicdo de variavel,
u = cossec(3x) — du = —3.cotg(3x).cossec(3x) dx
I= j(u2 — 1)u2.% = —%f(u‘* —u?)du = —%(%—g) +C

cossec®(3x) N cossec? x
15 9

cossec®(3x) cossec3 x

15

n) Vamos fazer substituicdo de variavel,

Resposta: [ = +C

50

1/t? 1 1
= ——=|—=+1In|sens| |+ C = —gcoth(Bx) —§ln|sen(3x)| +C

+C
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u = cotg(4x) - du = —4cossec?(4x)dx

I—ft54 24d—f5du— 1f5d—u6+c
= | cotg”(4x).cossec“(4x)dx = u._4— 2 udu = 24

cotg®(4x
ot
24
cotg®(4x)
24

Resposta: I = — +C

P4.18
Resolucao:

a) Observe que:

\/1—36x2=\/12—(6x)2 - a=1 e ulx)=6x
Fazendo a substituicao,

6x = 1l.sent - 6dx = cost.dt

Se formos representar no triangulo retangulo, como:

cateto oposto
sent = ——
hipotenusa

6x
temos,

sent = 6Tx J1—36x2
Chamamos o cateto oposto de 6x e a hipotenusa de 1. Aplicando o teorema de
Pitagoras,
12 =(6x)2+y? - y2=1-36x> - y=+1—36x2
Ou seja, o outro lado do triangulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.

Voltando a integral,

cost.dt 1
sz 1 — 36x? dxsz/l—(sent)2 =8f\/1—sen2t.cost.dt

6

Aplicando a identidade trigonométrica fundamental, temos:

1+ 2t
I=]\/coszt.cost.dt=fcosztdtzjL()dt

2

—1fdt+1f 2tdt-1t+1 ) +C
=5 > cos(2t) =5 4sen

Precisamos voltar a variavel de integracdo, note que:
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sent = 6x — t=arcsen(6x)
sen(2t) = 2.sent.cost = 2 sen t.m = 2. (6x)m
= 12x1 — 36x2
Voltando a integral,

1 1 1 12xV1 — 36x2
I =§t+zsen(2t)+6=Earcsen(6x)+ 2 +C

Resposta: I = %arc sen(6x) + 3xv1 —36x2 + C.

b) Observe que:

Ja+25x2=224+(5x)2 - a=2 e u(x)=>5x
Fazendo a substituicéo,

5x = 2.tgt - 5dx = 2.sec®t.dt

Se formos representar no tridngulo retangulo, como: [+ 252
cateto oposto 5x
tgt = :
cateto adjacente :
temos, 2
ot 5x
8677

Chamamos o cateto oposto de 5x e o cateto adjacente de 2. Aplicando o teorema de

Pitagoras,
y2 =22+ (5x)> > y2=4+25x> > y=+4+ 25x2

Ou seja, 0 outro lado do tridngulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.

Voltando a integral,

2
Izj\/4+25x2 dx=f\/4+(2.tgt)2.§.sec2t.dt
2 2
=§f\/4+4tg2 t.sec®t.dt =§f\/4(1+tg2 t).sec’t.dt =

Aplicando a identidade trigonométrica temos:
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4 4
Izgj-\/seczt.sec2 t.dt =§fsec3 t.dt

Essa integral foi resolvida no exemplo 4.33. Entéo,
4 2
1= Ef sec3t.dt = g[sect.tgt+ In|sect + tgt|] + C

Precisamos voltar a variavel de integracdo, note que pela identidade (2):

tt_Sx 24 = o +1_(5x)2_|_1_25x2+4
gt=— e sec’x =tg°x =13 = ,
V25x% + 4
- sect=———7"—
2
Voltando a integral,
2
I = g[sect.tgt + In|sect + tgt|] + C
2|V25x%2 +4 5x V25x%2 +4 5x
=—|——— —+In|—+—||[+C=
5 2 2 2 2
Resposta: | = %[sziﬁ+ln %ZH+57’C] +C.
c) Note que:
\/x2—9=\/x2—32 - a=3 eulx)=x
Fazendo a substituicao,
x = 3sect - dx = 3sect.tgtdt
Se formos representar no triangulo retangulo, como:
hipotenusa X =9
sect = -
cateto adjacente
temos, 3
¢ = X
Sect = 3

Chamando a hipotenusa de x e o cateto adjacente de 3 e aplicando o teorema de

Pitagoras,

x2=32+y2 _)y2=x2_9 N y= /xz_g
Ou seja, o outro lado do triangulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.



Voltando a integral,

.3sect.tgtdt

1 1
T
x3vVx%2 -9 (3sect)3/(3sect)? -9

_ 3[ sect.tgt gt = j‘ tgt
27 ) sec3tV9sec?t—9 9) sec2t /9(secit—1)

1 f tgt
27 ) sec?t/(sec?t — 1)
Aplicando a identidade trigonométrica temos:
1 tgt 1 _ tgt 1 f 1
T 27 sec?t./(sec2t—1) T 27 sec?t./tg?t ~27) seczt’

‘de = 1 <1+cos(2t)> gt
=37 costt.dt =27 2 '

=2 U 1dt + f cos(Zt)dt] Tz [t + —sen(Zt)] +C

Voltando a variavel x:

t=2- t 3)
sect =< — = arcsec (=
3 3

3\* /3
sen(2t) = 2sent.cost = 24/1 —cos?t.cost =2 |1 — (;) (—)

X

Voltando a integral,

t+ 2t]+C—1 (x)+12 93¢
sen( ) oz [aresec(z) + 3 7

54[

! @)+3 ¢
54 aI'CSEC3 xz

Resposta: | = — [arc sec( ) 22_9] +C

d) Observe que:

Jai—x2=422-x2 5 a=2ceulx)=x
Fazendo a substituicao,

x = 2.sent - dx = 2cost.dt
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Se formos representar no triangulo retangulo, como:

cateto oposto
sent = ————
hipotenusa

temos,

sent = g [4 — x2
Chamamos o cateto oposto de 6x e a hipotenusa de 1. Aplicando o teorema de
Pitagoras,
22=x2+y% 5 y2=4-x%> > y=./4—x2

Ou seja, o outro lado do triangulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.

Voltando a integral,

1 1
I=f—dx=j 2cost.dt
xV4 — x? 2.sent/4 — (2sent)?

cost
- i
sent+/4(1 —sen?t)

Aplicando a identidade trigonométrica fundamental, temos:

I_f cost dt—lf cost dt—lf 1 gt
sent/4(1 —sen?t) 2J sentVcos?t 2) sent

1 1
= Ef cossectdt = —Elnlcossect + cotgt| + C

Precisamos voltar a variavel de integracdo, note que:

X 2
sent == — —=cossect
2 X
, ) 2\* 4 — x? V4 — x?
cotg“t = cossec t —1 =(—) —-1= > - cotgt = ——
X X
Voltando a integral,
1 1 |12 V4—x2
I = —=In|cossect + cotgt| +C = —=In|—+ ——|+C
2 2 |x X
V4—=x2
Resposta: | = —%ln §+ X+

e) Observe que:

Jx24+9=4/x2+32 -5 a=3 eulx)=x
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Fazendo a substituicao,

x=3.tgt - dx = 3.sec®t.dt

Se formos representar no triangulo retangulo, como: [x2+9
cateto oposto x
tgt = ,
cateto adjacente :
temos, 3
tgt i
8673

Chamamos o cateto oposto de x e o cateto adjacente de 3. Aplicando o teorema de
Pitagoras,
y2=x2+3% - y2=x24+9 > y=4x2+4+9
Ou seja, o outro lado do triangulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.

Voltando a integral,

I f x d f (3.tgt)” 3sec?t.dt
= | ———dx = .3sec?t.
Vx2+9 J(3.tgt)2+9
sec?t.dt = sec® t.dt =

_27f tg?t 9f tg?t
Jo(tg2t +1) Vg2t +1)

Aplicando a identidade trigonométrica temos:
tg?t

Vsec?t

sec? t.dt

sec®t.dt = 9]

tg?t
,=9]g—
Jg2t+1)

= 9]tgzt.sect.dt=9f(seczt—1).sect.dt

=9Usec3tdt.—fsectdt]

Essas integrais foram resolvidas nos exemplos 4.33 e 4.24, respectivamente. Entéo,
9
=9 U sec3 tdt. — fsectdt] = E[sect.tgt—lnlsect+tgt|] +C

Precisamos voltar a variavel de integracgéo, note que:

X X X X\ 2 x*>+9 x2+9
tgt=§esec x =1tg x+1=()+1= 9 - sect=——F5—

3

Voltando a integral,
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1—9[ t.tgt—In|sect +t t|]+C—9 X9 x 1 x2+9+x +C
—zsec.g n|sec g =5 3 '3 n 3 3
Resposta:lzg[x ’f:w—ln "Z+9+§]+c.

f) Observe que:

\/1+e2x=\/12+(ex)2 - a=1 eulx)=e*

Fazendo a substituicao,

e* =tgt - e* dx = sec? t.dt
Se formos representar no triangulo retangulo, como: 1+e2x
cateto oposto e*
tgt = _
cateto adjacente >
temos, 1
ex
tgt = —
8t

Chamamos o cateto oposto de e* e o cateto adjacente de 1. Aplicando o teorema de

Pitagoras,
y2=12+(e¥)? - y?=1+4+e?* > y=41+e*

Ou seja, o outro lado do tridangulo é exatamente o radical que aparece na nossa
integral.

Voltando a integral,

szex 1+e2xdx=f\/1+(tgt)z.seczt.dt=f\/(1+tg2t).sec2t.dt

Aplicando a identidade trigonométrica temos:

I = f\/seczt.sec2 t.dt :fsec3 t.dt

Essa integral foi resolvida no exemplo 4.33. Entéo,

N =

1= f sec3t.dt = =[sect.tgt+In|sect +tgt|] + C
Precisamos voltar a variavel de integragéo, note que:

tgt =e* e seclx=tg?x+1=(e¥)?+1=e**+1 - sect=+1+e?*
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Voltando a integral,

I =

N[ =

[sect.tgt+ In|sect +tgt|] + C

=%[\/1+ezx.ex +ln| 1 +ezx+ex” +C =
Resposta: | = %[exx/l +e2* +In|V1 + e?* + e¥|] + C.

g) Primeiro temos que completar quadrado na raiz e depois fazer substituicdo de

variavel:
x2—2x=(x*-2x+1)—-1=(x-1)?-1
Entao,
u=x—1 -du=dx
Logo,
I=j\/xz—2xdx=f\/(x—1)2—1dx=f\/u2—1du
Portanto:

u?—1 - a=1ceulx)=u
Fazendo a substituicao,

u =sect - du = sect.tgtdt

Se formos representar no triangulo retangulo, como:

. u?—1
hipotenusa

sect = ,
cateto adjacente

temos, 1
, u
sect = —
1

Chamando a hipotenusa de u e o cateto adjacente de 1 e aplicando o teorema de

Pitagoras,

w=12+y2 5 y2=u2-1 - y= [uz — 1
Ou seja, o outro lado do triangulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.
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Voltando a integral,

I = f\/uz —1du= f\/seczt —1.sect.tgtdt

Aplicando a identidade trigonométrica temos:

I = f\/sec2 t—1.sect.tgtdt = f\/tgz t.sect.tgtdt = thz t.sectdt

= f(seczt —1).sectdt = Jsec3tdt. —fsectdt
Essas integrais foram resolvidas nos exemplos 4.33 e 4.24, respectivamente. Entéo,
1
I = fsec3 tdt. — f sectdt = E[sect.tgt— In|sect +tgt|] + C

Precisamos voltar a variavel de integracdo, note que:

sect=ue tg?x=sec’x—1=u?-1 - tgt=+u?-1

Voltando a integral,

I =%[sect.tgt—lnlsect+tgt|] +C =%[u.\/u2 — 1—ln|u+\/u2 — 1” +C

Voltando a variavel x,

I=%[u.\/u2—1—ln|u+\/u2—1”+C

1
= |G- DVE-DT - 1-I|e-D+/E-D7 -1+
Resposta: [ = %[(x —1).VxZ = 2x —In|(x — 1) + Vx2Z — 2x|] + C.

h) Primeiro temos que completar quadrado na raiz e depois fazer substituicdo de

variavel:
X2 +2x+2=((x*4+2x+1)+1=(x+1)?*+1
Entao,
u=x+1 ->du=dx
Logo,

sz x2+2x+2dx=f (x+1)2+1dx:f u?+1du

Observe que:

Ju+1l - a=1ceulx)=u

Fazendo a substituicao,
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u=tgt - du = sec? t.dt

Se formos representar no triangulo retangulo, como: [Z+1
__ cateto oposto u
gt = cateto adjacente
t
temos, -
1
tgt “
8671

Chamamos o cateto oposto de u e o cateto adjacente de 1. Aplicando o teorema de

Pitagoras,
yi=12+W)? - y*=1+u? > y=1+u?

Ou seja, o outro lado do triangulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.

Voltando a integral,
I = f\/uz +1du= fwll + tg? t.sec?t.dt
Aplicando a identidade trigonométrica temos:
1= f\/seczt.sec2 t.dt =f sec3t.dt
Essa integral foi resolvida no exemplo 4.33. Entéo,
1
1= jsec3 t.dt = E[sect.tgt+ In|sect +tgt|] + C
Precisamos voltar a variavel de integracdo, note que:

tgt=u e sec’x=tglx+1=u?+1 - sect=+u2+1

Voltando a integral,

I=%[w/u2+1.u+ln|\/u2+1+u”+C

Voltando a variavel x,

I=%[\/(x+1)2+1.(x+1)+1n|w/(x+1)2+1+(x+1)”+C

Resposta: | = %[(x +DVxZ+ 2x + 2+ In|VaZ ¥ 2x + 2+ (x + D] + C.
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i) Primeiro temos que completar quadrado na raiz e depois fazer substituicdo de

variavel:
x2—6x+8=(x*-6x+9)—1=(x—-3)2-1
Entéo,
u=x—-—3 -du=dx
Logo,

1=f¢mdx=f (x_sy_ldx:fmdu

Portanto:

u?—-1 - a=1ceulx)=u
Fazendo a substituicao,

u = sect - du = sect.tgtdt

Se formos representar no triangulo retangulo, como:

hipotenusa

sect = ,
cateto adjacente

temos, 1
, u
sect = —
1

Chamando a hipotenusa de u e o cateto adjacente de 1 e aplicando o teorema de

Pitagoras,

u2:12+y2_)y2:u2_1 N y:/uz_l
Ou seja, o outro lado do triangulo é exatamente o radical que aparece na nossa

integral.

Voltando a integral,

I = f\/uz—ldu=J\/seczt—l.sect.tgtdt

Aplicando a identidade trigonométrica temos:

I=j\/seczt—l.sect.tgtdt=J\/tgzt.sect.tgtdt=Jtgzt.sectdt

=f(seczt—l).sectdt=fsec%dt.—fsectdt



62

Essas integrais foram resolvidas nos exemplos 4.33 e 4.24, respectivamente. Ent&o,

1
I=fsec%dt.—fsectdt=—[sect.tgt—lnlsect+tgt|]+C

2

Precisamos voltar a variavel de integracéo, note que:
sect=ue tg?x=sec’x—1=u?>—-1 - tgt=+yu?—-1
Voltando a integral,
1
I=E[sect.tgt—lnlsect+tgt|]+C=—[u u? — ln|u+\/u2 ”

Voltando a variavel x,

F= 2 [ui@ 1 mnfu+iE 1]+

= %[(x— 3)VJ@=3)7—1-In|(x-3)+/x-3)2—1||+¢
Resposta: I = 2 [(x — 3).VxZ — 6x + 8 — In|(x — 3) + VxZ — 6x + 8| + C

) I= fJ#TO)g dx
Primeiro temos que completar quadrado na raiz e depois fazer substituicdo de variavel:
x2—6x+10=(x*—-6x+9)+1=(x—-3)?*+1
Entéo,
u=x-—3 -du=dx

Logo,

u+3
= [,

X X
]J(xz — 6x + 10)3 * j\/((x —3)2+1)3 J@? +1)3

Observe que:

\/T-I—l - a=1ceulx)=u
Fazendo a substituicéo,
u=tgt - du = sec? t.dt
Se formos representar no triangulo retangulo, como: 211

cateto oposto u

tgt =
& cateto adjacente

temos, 1

t t_u
871
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Chamamos o cateto oposto de u e o cateto adjacente de 1. Aplicando o teorema de
Pitagoras,
y2=124+Ww)? - y? =14+u*> > y=+1+u?
Ou seja, o outro lado do tridangulo é exatamente o radical que aparece na nossa
integral.

Voltando a integral,

u+3 tgt +3
=f—du=fg—sec2t.dt

J@?+1)3 (tg?t+1)3

Aplicando a identidade trigonométrica temos:

tget + 3 tet + 3 tet + 3
I=f 8 sec tdt—j 5 seczt.dt=J £ > sec?t.dt
sec3t

Vg2t +1)3 +/ (sec?t)3
tgt +3 tgt 3
=f 8- T gt = jg—d j—dt
sect sec sect

=fsentdt+3]costdt=cost—35ent+C

Precisamos voltar a variavel de integracao, pelo tridngulo

1 u
coSt =————=e sent = ———
vu? +1 vu? +1
Voltando a integral,
1 3u
I =cost—3sent+C = - +C

Vuz+1 Vu?+1
Voltando a variavel x,
1 3(x —3) 3x — 8
= — +C = +C
Jx=3)2+1 J(x-3)2+1 Vx2 —6x + 10

Resposta: | = —2=8 _
P T Vx2—6x+10



